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On pourra utiliser le résultat suivant :
√
2 ' 1, 41.

Exercice 1

Soient X1, X2 et X3 trois variables aléatoires indépendantes suivant une loi normale centrée réduite.
(a) Donner la loi de Y = X1 +X2 +X3 et de Z = 1

5 (4X1 − 3X2). Justi�er.
(b) Calculer Cov(Y, Z).
(c) Montrer que W = Z√

X2
3

suit une loi de Student à 1 degré de liberté.

Exercice 2

On suppose que le temps d'attente (en minutes) d'un client appelant le service après-vente d'une société
est une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle de paramètre 1

θ inconnu. On rappelle que la densité
de la variable aléatoire X est alors :

f(x) =

{
1
θ e

− x
θ si x ≥ 0

0 sinon.

On rappelle qu'on a également : E(X) = θ et V (X) = θ2.

L'objectif de l'exercice est de donner une estimation de θ.

On note X1, X2,...,Xn les temps d'attente respectifs de n clients appelant le service après-vente et pré-
levés au hasard. On note x1,...,xn les réalisations des variables aléatoires X1,...,Xn.

1. Construction d'estimateurs
(a) Déterminer l'estimateur de θ obtenu par la méthode des moments d'ordre 1.
(b) Déterminer l'estimateur de θ obtenu par la méthode des moments d'ordre 2.
(c) Montrer que la vraisemblance de (X1, ..., Xn) est donnée par :

∀(x1, ..., xn) ∈ Rn+, L(x1, ..., xn; θ) = θ−n × e
− 1
θ

n∑
i=1

xi

(d) En déduire l'estimateur du maximum de vraisemblance de θ.

2. On s'intéresse désormais à l'estimateur Xn de θ.
(a) Montrer que Xn est un estimateur sans biais et convergent de θ.
(b) Montrer que l'information de Fisher apportée par l'échantillon sur le paramètre θ est In(θ) =

n
θ2 .

(c) Montrer que l'estimateur Xn est e�cace.
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3. Estimation de θ
On prélève aléatoirement n = 60 clients appelant le service après-vente de la société et on relève leurs temps

d'attente. On obtient
60∑
i=1

xi = 180.

(a) En utilisant l'estimateur le plus adapté (on justi�era son emploi), donner une estimation ponctuelle non
biaisée de θ.
(b) La société a pour objectif que pratiquement aucun client appelant le service après-vente n'attende plus
de 5 minutes. Pensez-vous que l'objectif est atteint ? Justi�er.

Exercice 3

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que pour tout entier n ≥ 1,
P (Xn = 2) = 1

n et P (Xn = 3) = 1− 1
n .

(a) Montrer que la suite (Xn) converge en loi vers une variable aléatoire que l'on déterminera.
(b) La suite (Xn) converge-t-elle en moyenne quadratique vers 3 ? Justi�er.
(c) La suite (Xn) converge-t-elle en probabilité vers 3 ? Justi�er.

Exercice 4

On suppose que la durée de vie d'un téléphone portable d'un certain type est une variable aléatoire X
qui suit une loi normale d'espérance m et d'écart-type σ. On note X1, ..., Xn les durées de vie respectives de
n téléphones portables de ce type prélevés aléatoirement. On suppose que les variables aléatoires X1,...,Xn

suivent la même loi que X et sont indépendantes. On note x1,...,xn les réalisations des variables aléatoires
X1,...,Xn.

1. Rappeler les estimateurs naturels sans biais et convergents de m et σ2.

2. On réalise n = 100 observations. On obtient les résultats suivants :

x100 = 1
100

100∑
i=1

xi = 3, 4 années et 1
100

100∑
i=1

(xi − x100)2 = 1, 98 années2.

(a) Donner une estimation ponctuelle non biaisée de m et σ2.
(b) Donner un intervalle de con�ance bilatéral symétrique au niveau de con�ance 95 % pour m.
(c) Pensez-vous que la quasi-totalité des téléphones portables de ce type ont une durée de vie supérieure à
2 ans ? Justi�er.
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